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SUCESIONES 





Una sucesión real es una secuencia de números reales que puede ser definida de las siguientes maneras: 


1. 1. — Definición por reala de correspondencia 





Sea la sucesión (Aninez+ (o también fan nen O {an}n=1) 


definida de manera que an = f(n) para todo n € Z* 


Ejemplo: >» 


Regla de correspondencia o 









5 Z(3)+1 7 
a O 


2(1)+1 
a=fag= a am LS 
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1.2.— Definición por regla de recurrencia 


Sea la sucesión [An ney+ definida de manera que 


Es decir, un término depende de los anteriores. 


Regla de recurrencia 
Ejemplo: Wm” 








Aplicando la regla de recurrencia paran = 1 a, = a. Ha, 
Aplicando la regla de recurrencia paran — 2 a, = 43 + ah >541=2+1=3 
Aplicando la regla de recurrencia paran = 3 as = a, + a; 
Aplicando la regla de recurrencia paran = 4 ae = a: + a4 >a, 543-8 
Aplicando la regla de recurrencia paran — 5 dy = Ge + a: 


Es decir: — {an)nez+ = {1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; } 


La cual es conocida como la SUCESIÓN DE FIBONACCI 
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2.—Sucesiones Notables 
2.1. —Progresión Aritmética 


Sucesión {an}nez+ definida de la siguiente forma: any, Sap tr A a sa (0) 


Ejemplo: 
Sea la sucesión {an}nez+ tal que anys =0n+4 A aq 53 
a2 =04+4 >0=3+4=/ Es decir: {an}nez+ = {3; 7; 11; 15; 19;... ) 
ag Sap dd —4a3=7+4=11 Término n — ésimo = a, = ay + (n— Dr 
a4=43+4 >a=114+4=15 a, =3+(n-— 1)4 


2.2. —Progresión Geométrica 
Sucesión {an}nez+ definida de la siguiente forma: Any = Ap." ^A a—a (80) 


Sea la sucesión {an}nez+ tal que Any = An. 2 A aq 5 


Ejemplo: 


a, = 44.2 > a= 5.2 = 10 Es decir: {an}nez+ = (5; 10; 20; 40; .... ) 
d3=422 > a= 10.2 = 20 Término n — ésimo = aq = a. 
a, = a3. 2 > a4= 20.2 = 40 








fcirión |anJ)ney* definida de la siguiente forma: 
(An Inez+= (01; 42; 43; 44; 45; Ag; --- } 
SN AF y 
bı Da b3 Da bs 


W AOL y 
Ci C2 C3 C4 


PPF k niveles 


vv 





Ejemplo: 


BL 
< 
co < 

4 


Ejemplo: 


Sucesion con diferencias finitas de 2do orden 


Sucesión con diferencias finitas de 3er orden 





Calculo del término n — esimo: 
{an}nez+ = (A; a2; A3, Q4; a5, Q6; ... 
AR AE NE ay 


bı ba b3 Da Ds 
D E 
C1 C2 C3 C4 
VIP NS k niveles 


Sucesión con diferencias finitas de k — ésimo orden 





VV 
A A 





Ejemplo: Sea la sucesión {an}nez+ = (3;7;13;21;31;43;...) Sucesión con diferencias finitas de 2do orden 





a b4 
z ansat ac iacr 
en general: 
An = 30H FACT 2077 
a, = 306 + 4C+ 2C3 as = 3Cò + 4C? + 2C} 
an = 3(1) + 4(n — 1)+ 2 (ELA, 


3x2 5x4 
a =30) +482 (0 3 a, 31) 446) +2 (E 3 
a, = 21 a, = 43 


a, =3+4n—4+n?—3n+2 











Sea la sucesión {an}nez+ = (1,9, 29,67, 129,,...) 


Sucesión con diferencias finitas de 3er orden 


a; = 1C + 8C¿+ 12C% + 6C3 


a, = 1C + 8C74 12C3 + 6C5 


a, = 67 a; = 129 





en general: 


_ E (n—1)(n—2) (n—1)(n—2)(n-3) 
a, = 1(1) + 8(n — 1)+ 12 (HA ) +6 (GU ) 
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Otras sucesiones notables 


SW Fw y TE n 

Do de OO 0... a an 
SAA Sr 2n - 1 
1:4:9:16:25:...... n? 


1; 8; 27 ; 64; 125; ..... n? 


T23;0-10 18217. 


ASAS TOS A AE a caer ITO 





yy Fy des mann aeyn 2 


UI 40 90 0:20 219" 


De los números naturales 
De los números pares 

De los números impares 
De los números cuadrados 
De los cubos perfectos 


De los números triangulares 


n(n+1) 
2 





n(n+1)(2+2) De los números tetraêdricos 


cc 
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Una sucesión es una función cuyo dominio es el conjunto de los números naturales, la cual asigna a cada 


número natural, un único número real perfectamente definido como a, donden EN 


Una sucesión es una función variable entera positiva; es decir, 


T g" > R 
El término general es: SR POR 
YO RO) — a, Fa /. a, 
n=1 >1(1)=a, 2 a, 


n=2 >1(2) = a, 


n=3 >1(3)=a, ds 
“ n / \ du / 


Pa 


nm — f(n) a DD eZ? RIDER 
Un sucesión es un conjunto ordenado de infinitos números reales. 
A y= la, ts (ay, (l>;  — E 


a A AA AAA A A AA EA A AA — a — OA A AA A Ym ma hw gm (= — él 
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Ya que las sucesiones son funciones.también pueden graficarse. 


3.2.Grafica de una sucesión 
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nes par 


nes impar 


nes par 








3.3.Clasificación de las sucesiones 


Ya que las sucesiones son funciones, también se pueden clasificar como monótonas y acotadas. 


3.3.1 Sucesión Monótona 


Una sucesión es monótona si cumple 


alguna de las siguientes definiciones 


3.3.2 Sucesión Acotada 


Una sucesión es acotada si existen m AM ER tal que 


o equivalentemente existe un M € R tal que 


* Si solamente existe un m E Rtalque m S a, Vn€N 


La sucesión es acotada inferiormente 


x Si solamente existeun M E Rtalque a, <M VnEN 





La sucesión es acotada superiormente 


3.3.3 Sucesión Alternante 


Una sucesión es alternante cuando sus términos consecutivos cambian de signo 


1 1 
Ejemplo: [Antrey+ donde a, = | — > a AZ | 


TG? 


3.3.3 Sucesión Oscilante 


Una sucesión es oscilante cuando no converge a ningún número y tampoco diverge a + œ 


Ejemplo: 


{an}nez+ donde a, = (—2)" An = (72,4, —8; 16; —32,...) 
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08. Indicar el valor de verdad de las afirmaciones 


I. —{(—1)21n+1} = (1; -1;-1;-1;...) 





siguientes: 
l.La sucesión ((—1) nen es acotada. Entonces decimos que — 2 < (—1)°"+t < 0 
1 
Il.La sucesión a es creciente y acotada. net 1 13 7 15 Es acotada V 
la h- ET 
lN.La sucesión ((—2) hen no esta acotada. 
A) WF U Mey vneN n+1>n Vn€N n21 
D) VEF E) FVV vneN 2" >72” VneN 2122 
1 1 1 1 
vneN 0 < on < 9n Vn ec N U<>n s> 
YnEN ===> 1__1 
0+1 2n Vn€N Cos zp SO 
1 1 
Vn€N 1———>1—— Vn€N —-<1——<1 
2n+1 2n n 25 Jn 


VnEN anys > An 
Es creciente y acotada V 


II. —{(—2)"+1} = (4, —8, 16; -32; ...) 


No es acotada V 





Ub. sea 


lant una sucesion 


a. — EE ki 
n Jn. 
Decir el valor de verdad de 
afirmaciones: 
l.Una cota de la sucesión es T+€e 
o0 a 
I. (dnn es decreciente. 


NIE punto de convergencia es Te 


A) VW B)WWE 


D) FFF Fl FFV 


definida por 


las siguientes 


C) VFV 





vneN n+1>mn vneN n>1 
Vn €NvVnJ41> yn Vn€N yn21 
CAEN 1 PE. VnEN qe Les 
= MM" ' < 
vn+1 yn yn 
nen TC EX VnEN —— al 
n — < — n 
vn+1 yn 
TU 
TT — < 
VneNe- ce vneN dd dd 
n+1 yn 


vneN An+1 < An 


Es decreciente y acotada V 


| TT 
lim e + — = e 


ne Jn 


El punto de convergencia es e 





4. —Limite de una sucesión 
Para entender la noción de límite de una sucesión, analizaremos ciertas gráficas ya vistas 





f as A a h la ni mh a SP A —— a a EE — a i — Y En (u e ar s i P Es 


J = WN 
| En esta sucesiôn podemos observar claramente gue los têrminos 
| de la sucesión se aproximan cada vez más a 1 

| mientras n crece indefinidamente 

I 


Esto lo podemos escribir de la siguiente forma: 


0 1 2 3 48 5 6 7 y 0 r 


I 
| 
| 
| 
| 
| 


EA e — Y ar — 
——b— m 
-= —————— i 


— ss — A — Ei 
PWN e EN O E A — -= $ 





on ————b—b—— [Y 


Ú us 
| 
| 
| 
| 
is ———— i 
took 
| ? + 





78 


H En este caso si bien los términos cambian de signo. siguen 
FC FATH TU EEr g- 4 s / s s s 
aproximándose a 0 conforme n crece indefinidamente 





| 

| 

| 

| | 

== dd 





Formalmente el concepto de Límite de una función, es un concepto muy amplio y profundo en definiciones 


Para fines prácticos, en este tema utilizaremos los siguiente conocimientos: 


Sean {an} y {bn} sucesiones tales que: lima ER A limb, ER 


lim a, + b, = lim a, + lim b,, 
n-—>00 n-—>00 


mn oo 





lim ca, = clima, ; CceR 
mn CO 


no CO 


lim a,.b, = lim a, . lim b,, 
nNn—00 Nn—00 


n-—>00 


lim an 
n— oo . 
= — :limb, +0 
Ds lim b,, n>% =" 
n— oo 





lim n = lim n? = lim n? = co lim cosn = 1 


Nn— 00 nN 00 NS 00 


1 1 1 lim senn — 0 
lim —= lim == lim — = 0 n>0 
non n>o mn n>o 71 


0:-1<r<l 
+ oo:r X 1 


lim f(n) =1 A lim g(n) = o 
n — co n — CO 


g(n) — , lim F(n)-1).g(n) 
> lim f(n) e 
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i 5n2 + V2 — 3n2 — 27n6 
r 5n? — 3n + 2 


OO 5n + V2 — 3n? — 27n6 
lim ——..—.—.—— 





n— oo 5n? — 3n + 2 
5n? , V2— 3n? —27n$ 
| | . . n- n? 
05. Determinar el valor de convergencia de la lim o 
sucesión: Sd a 





5nó + V2—3n* — 2719 


5nó — 3n +2 rhon LN 
J mr pa A E, 
| | n m ES MN 


4 2 | lim lim 
A) — B) = q? n> 5-34 n>o e 3,2 
3 3 5 e nom 
2 “ 
DS E) 1 I 5+V0-0-=27 2 
IM — = — 


Y, 


PITA RAS 
AC 


A IA 


ES 


E 







06. Calcule el valor de convergencia de la siguiente 


sucesión 


(an) 


Nota: e es el número de neper 








1 1 
A) -= B) == 
Te Je 
| 1 
zle El 

n 1 
n+1 Te 
im ( ) = im 1 E 
n>œ \n +2 n>00 n, 2 
n n 


lim n + 3 = œ 


n — 00 


JOSJ- 








o n+1 n+3 
n= |na42 














1 n+3 
C) = n+1 (nil. 
To lim — ella 1) nis) 
nsoNn F 2 
n+3 
n 1 B 1 
lim hi — o lim ( qi) (+3) 
nsoNn F 2 
(ME RN /1+0 ni lim on- 
= lim 2 = lim 1+0 = lim — en>% n+2 | 
l+ n>% In +2 
n+1 n+3 
lim ri 3 = e? 
n>o in 





15. Determine el valor de convergencia de la 





sucesión 
j 
on 4 25 
2 
A) 15 Che? 
D) In15 





1 1 
| (= + =) 
lim | — 


T11— CO 


a 1," 
9n + 25n 


n — OO 2 


1 
Ya que > tiende a 0 entonces 


n 


El Es 
(9h—1425n—1 
= iL 


1 1 
sn + 251 904250, 


lim —— = 

n>00 2 2 

lim n = œ 

n — CO 

1 1 1 1 
. 9n+25n l 9n-25n—2 
lim —1 Jn li | 
en bo 2 = en>o 2 


1 1 
9n-1+25n-1 11 
lim | ———— |.— 
n>00 1 2 








e n 
n-1 (257-1) 
im | 91, 25n-1/| 1 
E 1 1 2 
e n n 


| 1 1 
o lim (1n9+1n25) _ o (2113+2115)(5) 


g{1n3+ln5) = g!n15 = 15 





l = 1 
lim (52 — 1J.n Cambio de variable: -=w 


1 
Observamos que cuando n > œ —tien—> 0 
n 


mi | 1. (66-1) 
lim ton — 1J.n = lim (5% — 1).— = lim —— = In5 
VV 0 VV VV 0 VV 


nN Co 





Para definir la convergencia o divergencia de una sucesión basta con calcular el límite de su término n — ésimo 


Ejemplo: 
| | n*+3n+1 
Analizar la convergencia de {an}nez+ = EP 
n? 3n 1 3 1 
ma -lm ÉSE] RR um 14040 1 
n>% 1 n>o 3n? +5 n= 3n? LA cr no 3+0 3 
n? n? n? 
n? +3n+1 


1 
es convergente y converge a— 


La sucesión {an}nez+ = 3 


3n? +5 


6.1.Teorema de la Media Aritmética: 


Sea {an}nez+ una sucesión convergente y además lim An =LER 


Se cumple que: 


6.1.Teorema de la Media Geométrica: 


Sea fan ney+ una sucesión convergente tal que a, > 0 Yn € Z* y además lim a, = L E€ R 
T71— CO 


Se cumple gue: 
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7. Teorema de Bolzano — Weierstrass 





De manera análoga también se conocen los siguientes resultados 








8. —Criterios de convergencia de una sucesión 


8. 1. —Criterio del Encaje (Sandwich) 


Sea {an}nez+, LPninez*» Acn)neg* tres sucesiones tales que cumplen: 


lim a, = lim cp =L  yademás: a,<b,<Cc, VneZ 
n— 00 


T1— 00 





8.2.Criterio de D'Alambert (Razón) 


dn+1 


Sea {an},ez, una sucesión y sea L= lim 
n— co An 











23. Dada la sucesión a a. META 
| ucesi = — a = ————— 
om nti (n-p1)nt1 
Podemos afirmar que 
l.La sucesion es divergente (n+1)! 
ll.La sucesión es acotada = sua Ju 
a n+1 n+1)n" n" n y” n 
IIl.La sucesión convergente L = lim ncaa NIE (nt y — o L, — — = (—) — a^ 1)n 
n>o| An n: (n + 1)7+ (n+ 1)? \n+1 
n” 
1 l 
L = — A, Si converge y converge a 0 
e 





8. 3. Criterio de Stolz — Césaro 


Sea {bn}nez+ es una sucesión monótona y divergente a + o. y {an}nez+ cualquier sucesión 


o también sea lim a, = lim b,, = 0 y (b,)ney+ es una sucesión monótona 
T?71— CO 


Nn—>00 








En cálculos de alguno límites es útil usar la aproximación de Stirling 


Para valores muy grandes den (es decir n > 00) 





